
 
 
 

   

Lösung 1: Die größte Schachtel 

Aufgabenstellung: 

Aus einem DIN-A4-Blatt soll eine offene, quaderförmige Schachtel hergestellt 
werden.  
Welches Füllvolumen ist maximal möglich, ohne dass etwas aus der Schachtel 
herausragt? 
 

 

Ansatz: 

Um eine (offene) quaderförmige Schachtel herzustellen, müssen aus dem 
Papierfaltblatt vier gleich große Quadrate der Seitenlänge x herausgeschnitten 
werden. Die Länge x ist variabel. Die Breite des DIN-A4-Blattes wird mit b, die Länge 
mit l bezeichnet. 

 
 
Das Volumen der quaderförmigen Schachtel beträgt  zyxV ××= , wobei x die Höhe, 
y die Breite und z die Länge der Schachtel bezeichnet. 

Nebenbedingungen: 

Durch das Ausschneiden der Quadrate sind Länge und Breite der Schachtel um 2x 
kürzer als Länge und Breite des Papiers: 
y = b – 2x  
z = l – 2x 



 
 
 

   

Zielfunktion: 

Die Nebenbedingungen werden in den Lösungsansatz zyxV ××=  eingesetzt. Für 
ein Blatt mit l = 29,7 cm und b = 21,0 cm ergibt sich als Zielfunktion 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxxlxbxxV 27,2920,2122 -×-×=-×-×=  

GRAPHIKFÄHIGER TASCHENRECHNER (GTR): 

Möchte man sich das Schaubild der Zielfunktion anzeigen lassen, so sieht man mit 
der Standardeinstellung nichts vom Schaubild. Größenabschätzung ist gefragt, denn 
die y-Achse zeigt das Volumen an und dieses liegt bei über tausend Einheiten (wenn 
man cm3 als Einheit verwendet). 
Die Zielfunktion wird in den GTR eingegeben.  
Es kann nicht weiter als bis zur halben Breite 
eingeschnitten werden. Die ideale Höhe (x-Wert) muss 
demnach zwischen 0 und 10,5 cm liegen. Das Volumen 
wird sicherlich keine zwei Liter übersteigen und wird somit 
zwischen 0 und 2000 cm3 liegen (y – Wert). Die 
geschätzten Einstellungen werden im Fenster eingegeben: 

 
 
 
 
 
 

Ergebnis: 

Das Maximum wird mit dem GTR bestimmt: 
 
 
 
 
 
 
 
 

Für ein Blatt mit l = 29,7 cm und b = 21,0 cm ergib t sich bei einer Höhe von ca. 
4,04 cm das maximale Volumen von V(4,04 cm) = 1128 cm 3. 
 
 
 
 
 



 
 
 

   

Lösung 2: Schweißnaht 

Aufgabenstellung: 

Fridolin möchte Ananassaft in zylinderförmige Dosen verpacken. In jede Dose soll 
ein Liter Saft. Am schwierigsten gestaltet sich das Verschweißen der verschiedenen 
Blechstücke. Wie lang muss die Schweißnaht mindestens sein?  
Zusatz: Lässt sich – unabhängig vom Volumen – ein ideales Verhältnis zwischen 
Höhe und Radius der Dose angeben? 

Ansatz: 

Die Länge L der Schweißnaht setzt sich 
aus zwei Kreisen und einer Strecke 
zusammen: 
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Nebenbedingung: 

Das Volumen ist mit einem Liter (1 l = 1000 ml) festgelegt: hrV ×= p2 . Diese 
Nebenbedingung kann nach h oder r aufgelöst werden. Wir lösen hier nach h auf, um 
beim späteren Einsetzen in die Zielfunktion, Wurzeln zu vermeiden: 
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Zielfunktion: 

Die Nebenbedingung wird in den Lösungsansatz eingesetzt: 
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GRAPHIKFÄHIGER 
TASCHENRECHNER (GTR): 

Die Zielfunktion wird in den 
GTR eingegeben. Der ideale 
Radius wird zwischen 0 und 10 
cm liegen (x-Wert) , die Länge 
der Schweißnaht zwischen 0 
und 100 cm (y-Wert). Die geschätzten Einstellungen werden im Fenster 
entsprechend  
Eingegeben. 



 
 
 

   

Ergebnis: 

Das Minimum wird mit dem GTR bestimmt. 
 

 
 
Die minimale Länge der Schweißnaht von ca. 69,7 cm ergibt sich mit dem Radius 
von 3,70 cm. 
 
 

Zusatz:  

Es gilt h
r
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Hier kann nicht mit dem GTR gearbeitet werden, da die Aussage für alle Volumina 
gezeigt werden muss. Um das Minimum zu bestimmen, wird die Ableitung der 
Zielfunktion gleich null gesetzt: 
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Für das Verhältnis 
r
h

 gilt mit den Nebenbedingungen (i)  h
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 und (ii) 
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Es existiert ein ideales Verhältnis zwischen Höhe u nd Radius. Es beträgt 2 � . 
 
 



 
 
 

   

Lösung 3: Zelten 
 

Aufgabenstellung: 

Fridolin möchte sich ein Zelt mit quadratischer Grundfläche bauen. Seine vier 
Stangen haben alle die Länge von 16,7 cm.  
 

 
 
Damit er nachts genug Luft bekommt, soll das Zelt maximales Volumen besitzen. 
Bestimmt durch eine geeignete Rechnung das maximale Luftvolumen im Zelt.  
Welche Höhe hat das Zelt? 
Zusatz: Gibt es (nicht-quadratische) Pyramiden mit größerem Volumen? Versucht 
eure Vermutung zu beweisen. 

Ansatz: 

Das Volumen einer quadratischen Pyramide beträgt 

haV ××= 2

3
1

. 

Nebenbedingung: 

Die Länge s der Zeltstangen beträgt 16,7 cm. Ferner 

gilt: Die halbe Diagonale der Grundfläche ist 
2

2×a
.  

Damit gilt für das eingezeichnete rechtwinklige Dreieck 
(Pythagoras): 
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Da auch die Höhe gesucht ist, haben wir nach a bzw. a2 auflöst.  
 



 
 
 

   

Zielfunktion: 

Die Nebenbedingung wird in den 
Lösungsansatz eingesetzt. Für die 
Stangenlänge wurde s = 16,7 cm eingesetzt. 
 

GRAPHIKFÄHIGER TASCHENRECHNER (GTR): 

Die Zielfunktion wird in den GTR eingegeben. Wir rechnen in cm bzw. in cm3. Die 
Pyramide kann nicht höher als die Stangen sein, also ist der x-Wert im Fenster 
kleiner als 16,7. Das maximale 
Volumen wird vermutlich zwei 
Liter (2 l = 2000 cm3) nicht 
übersteigen. Die geschätzten 
Einstellungen werden im 
Fenster eingegeben. 

Ergebnis: 

Das Minimum wird mit dem GTR bestimmt. 
 
Bei einer Höhe von ca 9,64 cm ist das Volumen der 
Pyramide mit ca. 1195 cm 3 maximal. 

 

Zusatz: 

Wir zeigen, dass bei festgehaltener Höhe das Volumen 
im Falle einer quadratischen Grundfläche maximal wird.  
1. Schritt: Da alle Stangen dieselbe Länge haben und 
von einem Mittelpunkt ausgehen (Spitze der Pyramide), 
liegen ihre Endpunkte auf einer Kugeloberfläche. 
Zusätzlich stehen alle auf einer Ebene und da der 
Schnitt zwischen Kugel und Ebene einen Kreis ergibt, 
befinden sich alle Endpunkte auf einem solchen (vgl. 
Abbildung). 

2. Schritt: Das Volumen einer Pyramide mit 
vorgegebener Höhe ist genau dann maximal, wenn die 
Grundfläche maximal ist. Links sind vier beliebige 
Fußpunkte eingezeichnet. Wir betrachten das Dreieck 
BAD. Wenn die Punkte B und D festgehalten werden, 
wird der Flächenhalt dieses Dreiecks maximal, wenn 
der Punkt A maximal von der durch die Punkte B und D 
definierten Gerade entfernt ist (maximale Höhe im 
Dreieck). 
3. Schritt: Das gleiche Argument wird für den Punkt C 
auf der gegenüberliegenden Seite angewandt (graues 

Dreieck). Also liegen die Punkte A und C auf einem Durchmesser.  
Nun hält man die Punkte A und C fest, betrachtet die beiden Dreiecke CBA und CDA 
und wiederholt das Argument für die Punkte B und D. Folglich ist die Grundfläche der 
Pyramide ein Quadrat. 
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Lösung 4: Am Berg 

Aufgabenstellung: 

Fridolin hat seinen Proviant erfolgreich in eine Dose verpackt (vgl. Aufgabe 2)  und 
rollt diese von seiner Werkstatt, die im Tal liegt, zu seinem Haus auf dem Hügel.  
 

 
 
Der Landschaftsquerschnitt ist verkleinert im Bild eingezeichnet und kann durch die 
Funktion  

( )
2
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1 234 +++--= xxxxxf  beschrieben werden. 

An welcher Stelle benötigt Fridolin am meisten Kraft, um die Dose den Berg 
hinaufzurollen? 

Ansatz: 

Die meiste Kraft wird an der steilsten Stelle benötigt. Statt der Funktion f wird also die 
Ableitung f’ auf das Maximum in einem Intervall untersucht: 
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Zielfunktion: 

Die Zielfunktion ist die Ableitungsfunktion f ’. 



 
 
 

   

GRAPHIKFÄHIGER TASCHENRECHNER (GTR): 

Das Maximum der Ableitung soll zwischen dem „Tal“ und dem „rechten Hügel“ 
gefunden werden. Man suche also ein geeignetes Fenster und lasse sowohl die 
Funktion f als auch die Ableitung anzeigen. In der Abbildung ist die 
Ableitungsfunktion fett angezeigt: 

 
 

Ergebnis: 

Das Maximum wird mit dem GTR bestimmt.  
 
 
 
 
 
 
 
 

An der Stelle x = 0,466 ist die Steigung auf Fridol ins Weg am größten (m = 
2,13). 
 
 
 
Alternativer Umgang mit dem GTR: 
Man muss die Ableitung nicht „von Hand“ berechnen. Alternativ kann der GTR 
grafisch ableiten: 

Folgende Beschreibung bezieht sich auf den TI – 83 Plus:  
Mittels der Tastenkombination 
  
MATH 8  
 
lässt sich die Funktion „nDeriv(“ auswählen. Die Funktion Y1 erhält man mit  
 
VARS Pfeiltaste nach rechts 1 1. 



 
 
 

   

Lösung 5: Geschlossene Schachtel 

Aufgabenstellung: 

Bei seinem Umzug möchte Fridolin 
seine wertvollsten Dinge in einer 
geschlossenen Schachtel 
aufbewahren. 
 
Die quaderförmige Kiste soll aus 
einem DIN-A4-Blatt wie in der 
Abbildung gezeigt hergestellt 
werden. 
Welches Volumen ist maximal 
möglich, ohne dass die Schachtel 
ausgebeult wird? 
 
 

 

Ansatz: 

Um eine geschlossene quaderförmige Schachtel herzustellen, werden sechs gleich 
große Quadrate der Seitenlänge x herausgeschnitten. Die Länge x ist variabel. Die 
Breite des DIN-A4-Blattes wird mit b, die Länge mit l bezeichnet. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Das Volumen einer quaderförmigen Schachtel beträgt  zyxV ××= , wobei x die 
Höhe, y die Länge und z die Breite der (gefalteten) Schachtel bezeichnet. 

Nebenbedingungen: 

Für die gefaltete Schachtel gilt: 
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Zielfunktion: 

Die Nebenbedingungen werden in den Lösungsansatz zyxV ××=  eingesetzt. Für 
ein Blatt mit l = 29,7 cm und b = 21,0 cm ergibt sich als Zielfunktion 
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GRAPHIKFÄHIGER TASCHENRECHNER (GTR): 

Gibt man die Zielfunktion in den GTR ein und möchte sich mit der 
Standardeinstellung den Graphen anzeigen lassen, so sieht man nichts vom 
Schaubild. Größenabschätzung ist gefragt. 
 
Die Zielfunktion wird in den GTR eingegeben. Wir rechnen in cm bzw. in cm3. Die 
ideale Höhe (x-Wert) wird zwischen 0 cm und 10 cm geschätzt, das Volumen wird 
sicherlich nicht mehr als 1 l (=1000 cm3) betragen (y-Wert). Die geschätzten 
Einstellungen werden im Fenster eingegeben: 

 

 

 

 

Ergebnis: 

Das Maximum wird mit dem GTR bestimmt: 
 
 
 
 
 
 
 
 

Für ein Blatt mit l = 29,7 cm und b = 21,0 cm ergibt sich bei einer Höhe von ca. 
3,4 cm das maximale Volumen von V(3,4 cm) = 470 cm 3. 
 
 
Daten zur Herstellung der Kiste folgen aus den Nebenbedingungen: 
 
x = 3,4 cm 
y = b – 2x = 21,0 cm – 6,8 cm = 14,2 cm 
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Lösung 6: Wasserbecken 

Aufgabenstellung: 

In seiner neuen Wohnung möchte Fridolin Regenwasser mit Hilfe eines Trichters 
sammeln. Dieser soll die Form eines Kegels haben und aus einem DIN-A4-Blatt 
entstehen. 

 
Gesucht ist der Kegelmantel, der eine maximale Wassermenge speichern kann. 
Stellt einen solchen Kegelmantel her. Welche Größen braucht ihr zum Bau? 

Ansatz: 

Für das Kegelvolumen gilt: hrhGV ××=××= p2
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Sowohl r als auch h ist zum Bau des Kegels ungeschickt. 
Gesucht ist also der Winkel a  des Kreisausschnittes (vgl. 
Abbildung links). 
   

 

 

Nebenbedingungen: 

 
 

Für h gilt: 22 rRh -=  (Pythagoras). 

 

 



 
 
 

   

Der Umfang der Kegelgrundfläche beträgt r×p2 . Dieser ist gleichzeitig die 
Bogenlänge des Kreisausschnitts mit dem Winkel a  (vgl. Abbildungen). Damit gilt:  
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Zielfunktion: 

V lässt sich in Abhängigkeit von a  ausdrücken: 
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R ist durch die halbe Breite eines DIN-A4-Blattes mit 10,5 cm vorgegeben. Damit 
lautet die Zielfunktion: 
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GRAPHIKFÄHIGER TASCHENRECHNER (GTR): 

Die Zielfunktion wird in den GTR eingegeben. Man achte darauf, dass das Gradmaß 
für Winkel eingestellt ist. Die möglichen Winkel liegen zwischen 0° und 360° (x-Wert), 
das Volumen wird einen Liter (1 l = 1000 cm3) nicht übersteigen (y-Wert): 

 

Ergebnis: 

Damit ergibt sich mit dem GTR: °» 9,293a . 
Für R = 10,5 cm ergibt sich ein Volumen von ca. 467 
cm 3. 
 
 
 
 

 



 
 
 

   

Lösung 7: Gläser und Fässer 

Aufgabenstellung: 

Fridolin möchte ein Glas (0,2 l) als Wassertonne für seinen Garten verwenden. Es 
soll überall gleich dick sein und dabei möglichst wenig wiegen.  
 

 
 
Welche Höhe und welcher Radius sind für Fridolins Glas ideal? 
Zusatz: Bei Trinkgläsern und Wasserfässern ist der Radius in der Regel kleiner als 
die Höhe. Gibt es stets – unabhängig von der Größe – ein bestimmtes optimales 
Verhältnis zwischen Radius und Höhe, so dass der Materialaufwand bei der 
Herstellung minimal wird? 

Ansatz: 

Bei vorgegebenem Volumen (0,2 l) soll die Oberfläche minimiert werden. Die 
Oberfläche setzt sich aus der Grundfläche und dem Mantel zusammen: 

hrrO ×+= pp 22  

Nebenbedingung: 

Das Volumen ist vorgegeben. Die Oberfläche hängt von r und h ab, wir lösen nach h 

auf: 
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Zielfunktion: 

Die Nebenbedingung wird eingesetzt: 
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Damit lautet die Zielfunktion für V = 0,2 l = 200 cm3: 
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GRAPHIKFÄHIGER TASCHENRECHNER (GTR): 

Die Zielfunktion wird in den GTR eingegeben. Zur Anzeige des Schaubildes muss 
das Ergebnis grob abgeschätzt werden: Der Radius (x – Wert) wird 10 cm nicht 
übersteigen. Die Oberfläche ist schwerer abzuschätzen. Man stelle sich am besten 
ein typisches Trinkglas vor und überschlage die Werte für Höhe und Radius. Es geht 
darum, die Größenordnung des Ergebnisses abzuschätzen, damit man mit dem GTR 
arbeiten kann. Es darf also großzügig geschätzt werden. (Z.B. mit h = 10 cm, r = 3 
cm erhält man ca. 250 cm2. Wir nehmen das Doppelte für die Anzeige, um sicher 
nicht zu tief zu liegen.) 

 

Ergebnis: 

 
Mit dem GTR wird das Minimum bestimmt. Die minimale 
Oberfläche (ca. 150,3 cm2) ergibt sich für den Radius rmin 
von ca. 3,99 cm. Mit dem Ansatz lässt sich die Höhe 
bestimmen: 
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Die Höhe beträgt ca. 4,00 cm bei einem Radius von 3 ,99 cm. Ein solches Glas 
erinnert eher an einen Aschenbecher. Die typische Form von Trinkgläsern entspricht 
nicht der Minimierung des Materials. Teeschalen sind hier besser. 
 

Zusatz: 

Wir wollen den Zusammenhang 
zwischen den Größen genauer fassen 
und setzen die Ableitung der 
Zielfunktion Null: 
 
 
Aus der Nebenbedingung lässt sich die Höhe hmin berechnen: 

min2
min

3
min

2
min

min r
r

r

r

V
h ===

p

p

p
.  

 
Die minimale Oberfläche ist unabhängig vom Volumen und ergibt sich, wenn 
die Höhe gleich dem Radius ist. Das optimale Verhäl tnis, um Material zu 
sparen, ist  somit 1.   
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