Ldsung 1: Die grofdte Schachtel

Aufgabenstellung:

Aus einem DIN-A4-Blatt soll eine offene, quaderférmige Schachtel hergestellt
werden.

Welches Fillvolumen ist maximal mdglich, ohne dass etwas aus der Schachtel
herausragt?

Ansatz:

Um eine (offene) quaderformige Schachtel herzustellen, miissen aus dem
Papierfaltblatt vier gleich groRe Quadrate der Seitenlange x herausgeschnitten
werden. Die Lange x ist variabel. Die Breite des DIN-A4-Blattes wird mit b, die Lange
mit | bezeichnet.
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Das Volumen der quaderférmigen Schachtel betréagt V = x>y >z, wobei x die Hohe,
y die Breite und z die Lange der Schachtel bezeichnet.

Nebenbedingungen:

Durch das Ausschneiden der Quadrate sind Lange und Breite der Schachtel um 2x
kirzer als Lange und Breite des Papiers:

y=Db-2x

z=1-2x



Zielfunktion:

Die Nebenbedingungen werden in den Losungsansatz V = x>y >z eingesetzt. Fur

ein Blatt mit | = 29,7 cm und b = 21,0 cm ergibt sich als Zielfunktion
V(x) = xx{b- 2x){l - 2x) = x{210- 2x){297 - 2x)

GRAPHIKFAHIGER TASCHENRECHNER (GTR):

Mochte man sich das Schaubild der Zielfunktion anzeigen lassen, so sieht man mit
der Standardeinstellung nichts vom Schaubild. Grél3enabschatzung ist gefragt, denn
die y-Achse zeigt das Volumen an und dieses liegt bei Uber tausend Einheiten (wenn
man cm? als Einheit verwendet).

Die Zielfunktion wird in den GTR eingegeben. Flokl Flotz Flot:

Es kann nicht weiter als bis zur halben Breite %H’%Eéﬁgil—ilﬂ*i?
eingeschnitten werden. Die ideale HGhe (x-Wert) muss W=

demnach zwischen 0 und 10,5 cm liegen. Das Volumen “Ma=

wird sicherlich keine zwei Liter tbersteigen und wird somit ‘*'W“If

zwischen 0 und 2000 cm? liegen (y — Wert). Die :ﬁg;

geschatzten Einstellungen werden im Fenster eingegeben:

THOOL
“min=a
mmax=12.5
nscl=1
Y'min=a

Ergebnis:
Das Maximum wird mit dem GTR bestimmt:

Haximur
VN YR EER JY=11z2B.49E8]1 L

Fur ein Blatt mit | = 29,7 cm und b = 21,0 cm ergib  t sich bei einer Hohe von ca.
4,04 cm das maximale Volumen von V(4,04 cm) = 1128 cm 3.



LOsung 2: Schweil3naht

Aufgabenstellung:

Fridolin méchte Ananassatft in zylinderférmige Dosen verpacken. In jede Dose soll
ein Liter Saft. Am schwierigsten gestaltet sich das Verschweil3en der verschiedenen
Blechstiicke. Wie lang muss die Schweil3naht mindestens sein?

Zusatz: Lasst sich — unabhéngig vom Volumen — ein ideales Verhaltnis zwischen
Hohe und Radius der Dose angeben?

Ansatz:

Die Lange L der Schweif3naht setzt sich
aus zwei Kreisen und einer Strecke
zusammen:
L=2px + h +2px
Deckel Mantel Boden
=4px +h

Nebenbedingung:

Das Volumen ist mit einem Liter (1 | = 1000 ml) festgelegt: V = r2,0 X . Diese
Nebenbedingung kann nach h oder r aufgeltst werden. Wir [6sen hier nach h auf, um
beim spateren Einsetzen in die Zielfunktion, Wurzeln zu vermeiden:

V =r2psh 0 % =h

r-p
Zielfunktion:
Die Nebenbedingung wird in den Losungsansatz eingesetzt:

L=4p:r+h

L(r)=4p= + 2\/ =4 ><r+1(2)OO

r<xp r<xp
GRAPHIKFAHIGER
TASCHENRECHNER (GTR): Flotl Flotz Flot: THOO]

- . — ~N B e+ O a3 Amin=

Die Zielfunktion wird in den I YMagx=1R
GTR eingegeben. Der ideale s Ascl=1
Radius wird zwischen 0 und 10 [3= L
cm liegen (x-Wert) , die Lange |- 4e= Vecl=1G
der Schweil3naht zwischen 0 R Ares=1]

und 100 cm (y-Wert). Die geschatzten Einstellungen werden im Fenster
entsprechend
Eingegeben.



Ergebnis:
Das Minimum wird mit dem GTR bestimmt.

u
o0iged LY=e8.746HEY1 .

Die minimale Lange der Schweil3naht von ca. 69,7 cm ergibt sich mit dem Radius
von 3,70 cm.

Zusatz:

Esgilt V =r2px U %:h
r-p

Hier kann nicht mit dem GTR gearbeitet werden, da die Aussage fir alle Volumina
gezeigt werden muss. Um das Minimum zu bestimmen, wird die Ableitung der

Zielfunktion gleich null gesetzt:

L(r)=4p><r+2V = 4o+
r->o P
Vv vl
Ldr)=4p+—(- 2)x 3 =4p- —
¢r)=4p p( ) o7
L(r)=0
- Y - AV Y
Udp--—"-=004p="--0r’="—+
0 r3p 0 I’Sp 4,02
Fur das Verhaltnis h gilt mit den Nebenbedingungen (i) %=h und (ii) r3 =ﬂ2:
r rep 4p
Y
(i 2 (if)
DZI')SO:V = 4 :V:VV4’0:210.
r r 3 2V % 2V
> P
4p 4p

Es existiert ein ideales Verhaltnis zwischen Héhe u  nd Radius. Es betragt 2



LOsung 3: Zelten

Aufgabenstellung:

Fridolin mdchte sich ein Zelt mit quadratischer Grundflache bauen. Seine vier
Stangen haben alle die Lange von 16,7 cm.

Damit er nachts genug Luft bekommt, soll das Zelt maximales Volumen besitzen.
Bestimmt durch eine geeignete Rechnung das maximale Luftvolumen im Zelt.
Welche Hohe hat das Zelt?

Zusatz: Gibt es (nicht-quadratische) Pyramiden mit grél3erem Volumen? Versucht
eure Vermutung zu beweisen.

Ansatz:

Das Volumen einer quadratischen Pyramide betragt
1

V ==xa’ .
3
Nebenbedingung:
Die Lange s der Zeltstangen betragt 16,7 cm. Ferner

ax/2

gilt: Die halbe Diagonale der Grundflache ist "

Damit gilt fur das eingezeichnete rechtwinklige Dreieck
(Pythagoras):

a
52:h2+

2
2 U - h==—
2
24s? - h?)=a?

Da auch die Hohe gesucht ist, haben wir nach a bzw. a? auflost.



Zielfunktion: 1

Die Nebenbedingung wird in den V= 5"512 *h

Losungsansatz eingesetzt. Fiur die

Stangenlange wurde s = 16,7 cm eingesetzt.  v/(h) = 1 gx(SZ ) h2) -1 g><(1672 ) h2)><h
3 3

GRAPHIKFAHIGER TASCHENRECHNER (GTR):

Die Zielfunktion wird in den GTR eingegeben. Wir rechnen in cm bzw. in cm3. Die
Pyramide kann nicht héher als die Stangen sein, also ist der x-Wert im Fenster
kleiner als 16,7. Das maximale

: ) : Flotl FlokZ Flokz IO
Volumen wird vermutlich zwei Wy B1-3#2+C 16, 72| | “min=8
Liter (2 | = 2000 cm?) nicht Rk Amax=1le. v
Ubersteigen. Die geschatzten :ﬁgz ﬁﬁ?};g
Einstellungen werden im My = Ymax=2000
Fenster eingegeben. nMe= Y=o l=1HE6A
nNE= Ares=1

Ergebnis:

Das Minimum wird mit dem GTR bestimmt.

Bei einer Hohe von ca 9,64 cm ist das Volumen der
Pyramide mit ca. 1195 cm 2 maximal.

Zusatz:

Wir zeigen, dass bei festgehaltener Hohe das Volumen
im Falle einer quadratischen Grundflache maximal wird.
1. Schritt: Da alle Stangen dieselbe Lange haben und
von einem Mittelpunkt ausgehen (Spitze der Pyramide),
liegen ihre Endpunkte auf einer Kugeloberflache.

Zusatzlich stehen alle auf einer Ebene und da der

Schnitt zwischen Kugel und Ebene einen Kreis ergibt, '
befinden sich alle Endpunkte auf einem solchen (vgl.

Abbildung).

2. Schritt: Das Volumen einer Pyramide mit
vorgegebener Hohe ist genau dann maximal, wenn die
Grundflache maximal ist. Links sind vier beliebige
FuRpunkte eingezeichnet. Wir betrachten das Dreieck
BAD. Wenn die Punkte B und D festgehalten werden,
wird der Flachenhalt dieses Dreiecks maximal, wenn
der Punkt A maximal von der durch die Punkte B und D
definierten Gerade entfernt ist (maximale Hohe im
Dreieck).

3. Schritt: Das gleiche Argument wird fir den Punkt C
auf der gegenuberliegenden Seite angewandt (graues
Dreieck). Also liegen die Punkte A und C auf einem Durchmesser.

Nun halt man die Punkte A und C fest, betrachtet die beiden Dreiecke CBA und CDA
und wiederholt das Argument fir die Punkte B und D. Folglich ist die Grundflache der
Pyramide ein Quadrat.




Losung 4: Am Berg

Aufgabenstellung:

Fridolin hat seinen Proviant erfolgreich in eine Dose verpackt (vgl. Aufgabe 2) und
rollt diese von seiner Werkstatt, die im Tal liegt, zu seinem Haus auf dem Huigel.

Der Landschaftsquerschnitt ist verkleinert im Bild eingezeichnet und kann durch die
Funktion

f(x)=-x*- %x3 +2x2 +x +% beschrieben werden.

An welcher Stelle bendtigt Fridolin am meisten Kraft, um die Dose den Berg
hinaufzurollen?

Ansatz:

Die meiste Kraft wird an der steilsten Stelle bendtigt. Statt der Funktion f wird also die
Ableitung f’ auf das Maximum in einem Intervall untersucht:

f(x)=-x4- 1x3 +2x2+x+1
2 2

1‘0{x):-4x3 - gxz +4x+1

Zielfunktion:
Die Zielfunktion ist die Ableitungsfunktion f .



GRAPHIKFAHIGER TASCHENRECHNER (GTR):

Das Maximum der Ableitung soll zwischen dem ,Tal* und dem ,rechten Higel*
gefunden werden. Man suche also ein geeignetes Fenster und lasse sowohl die
Funktion f als auch die Ableitung anzeigen. In der Abbildung ist die
Ableitungsfunktion fett angezeigt:

Flokl Flokz Flot: THOOL]

~V1EEE 4 -A, 553+ amin=-2

Il e o G amax=2s

N =l AR T s s wmecl=1

+$H+1 3min=é2

“Wia= Max=

~Wy= Y=cl=1

~Ne= ares=1 f \hff H
Ergebnis:

Das Maximum wird mit dem GTR bestimmt.

B 1] o 0 e Rk |-

An der Stelle x = 0,466 ist die Steigung auf Fridol  ins Weg am grof3ten (m =
2,13).

Alternativer Umgang mit dem GTR:
Man muss die Ableitung nicht ,von Hand“ berechnen. Alternativ kann der GTR
grafisch ableiten:

Flatl Flokz Flot:
B R4 -AL 5E 3+
I e 5 I
EngHDEPIUﬂ¥1.H.

wMar=
why=
wHe=

Folgende Beschreibung bezieht sich auf den Tl — 83 Plus:
Mittels der Tastenkombination

lasst sich die Funktion ,nDeriv(* auswahlen. Die Funktion Y1 erhalt man mit

VARS Pfeiltaste nach rechtg] [1] [1].




Losung 5: Geschlossene Schachtel

Aufgabenstellung:

Bei seinem Umzug méchte Fridolin
seine wertvollsten Dinge in einer
geschlossenen Schachtel
aufbewahren.

Die quaderformige Kiste soll aus
einem DIN-A4-Blatt wie in der
Abbildung gezeigt hergestellt
werden.

Welches Volumen ist maximal
maoglich, ohne dass die Schachtel
ausgebeult wird?

Ansatz:

Um eine geschlossene quaderférmige Schachtel herzustellen, werden sechs gleich
grol3e Quadrate der Seitenlange x herausgeschnitten. Die Lange x ist variabel. Die
Breite des DIN-A4-Blattes wird mit b, die L&nge mit | bezeichnet.

=

Das Volumen einer quaderférmigen Schachtel betragt V = x>y >z, wobei x die
Hohe, y die Lange und z die Breite der (gefalteten) Schachtel bezeichnet.

Nebenbedingungen:
Fur die gefaltete Schachtel gilt:
y =b- 2x
|- 3x
Z =
2




Zielfunktion:

Die Nebenbedingungen werden in den Losungsansatz V = x>y >z eingesetzt. Fur
ein Blatt mit | = 29,7 cm und b = 21,0 cm ergibt sich als Zielfunktion

V(x) = xdb- 2x)x 12X =y {210- 2x)xw

GRAPHIKFAHIGER TASCHENRECHNER (GTR):

Gibt man die Zielfunktion in den GTR ein und méchte sich mit der
Standardeinstellung den Graphen anzeigen lassen, so sieht man nichts vom
Schaubild. GroRenabschatzung ist gefragt.

Die Zielfunktion wird in den GTR eingegeben. Wir rechnen in cm bzw. in cm3. Die
ideale Hohe (x-Wert) wird zwischen 0 cm und 10 cm geschétzt, das Volumen wird
sicherlich nicht mehr als 1 | (=1000 cm?) betragen (y-Wert). Die geschatzten
Einstellungen werden im Fenster eingegeben:

Flatl Flokz Floks THOOL]

R Rl -EE IR Rt T ey amin=a
B, F=3R1S20 amax=1a
“We= Aecl=1
wMWa= Ymin=AH
wHy= Ymax=1Hd8A
wHe= Y=o l=184
“NE= ares=1
Ergebnis:

Das Maximum wird mit dem GTR bestimmt;

/*\

Haxirurm
HEZ ZAEEAE LYSHANL7 060 wa

Fiur ein Blatt mit | =29,7 cmund b = 21,0 cm ergibt sich bei einer H6he von ca.
3,4 cm das maximale Volumen von V(3,4 cm) =470 cm 3.

Daten zur Herstellung der Kiste folgen aus den Nebenbedingungen:

Xx=3,4cm
y=b-2x=21,0cm-6,8cm =14,2cm
;= | -23x _ 297 cm-23>34 cm _ 975cm




Losung 6: Wasserbecken

Aufgabenstellung:

In seiner neuen Wohnung mochte Fridolin Regenwasser mit Hilfe eines Trichters
sammeln. Dieser soll die Form eines Kegels haben und aus einem DIN-A4-Blatt

entstehen.

Gesucht ist der Kegelmantel, der eine maximale Wassermenge speichern kann.
Stellt einen solchen Kegelmantel her. Welche Grél3en braucht ihr zum Bau?

Ansatz:
" . 1 1 -
Fur das Kegelvolumen gilt: V = §>G X =§>¢ p X
Sowohl r als auch h ist zum Bau des Kegels ungeschickt.
Gesucht ist also der Winkel a des Kreisausschnittes (vgl.
Abbildung links).
»“_5%%& T Kﬂgj
S ~

Nebenbedingungen:

R
h Far h gilt: h = VR? - 12 (Pythagoras).




Der Umfang der Kegelgrundflache betragt 2p >r . Dieser ist gleichzeitig die
Bogenlange des Kreisausschnitts mit dem Winkel a (vgl. Abbildungen). Damit gilt:
2pr _ a
20 xR 360°
a
36C°

r =

Zielfunktion:

V lasst sich in Abhangigkeit von a ausdricken:
1

V ==>xG xh
3
:%xprz [R2 . ;2
2
e %? x |R? -
3 360° 360°

B 360° V 360°

R ist durch die halbe Breite eines DIN-A4-Blattes mit 10,5 cm vorgegeben. Damit
lautet die Zielfunktion
2 2

v(a)=-— 1-

x10,53.
360° 360° 360° 360°

GRAPHIKFAHIGER TASCHENRECHNER (GTR):

Die Zielfunktion wird in den GTR eingegeben. Man achte darauf, dass das Gradmalf}
fur Winkel eingestellt ist. Die moglichen Winkel liegen zwischen 0° und 360° (x-Wert),
das Volumen wird einen Liter (1 1 = 1000 cm?) nicht Uibersteigen (y-Wert):

Hormal o1 Flakl Flakz Flakz THOOL]
Float 9123456?89 ~MM1B1A3kmECES 350 Amin=E
pek [l —CHA3ERIE D Amax=3aH
ol Ses  #1B.373 nec1=38
Dot ~We= Yrin=e
Simul wr= Yrax=1800
1 a+-L P, “My= V= l=166
Full Horiz G-T =Heo= ares=1

Ergebnis:

Damit ergibt sich mit dem GTR: @ » 2939°,

Fur R =10,5 cm ergibt sich ein Volumen von ca. 467
cm?,




Losung 7: Glaser und Fasser

Aufgabenstellung:

Fridolin méchte ein Glas (0,2 1) als Wassertonne fir seinen Garten verwenden. Es
soll tberall gleich dick sein und dabei méglichst wenig wiegen.

Welche Hohe und welcher Radius sind fir Fridolins Glas ideal?

Zusatz: Bei Trinkglasern und Wasserfassern ist der Radius in der Regel kleiner als
die Hohe. Gibt es stets — unabhangig von der Grél3e — ein bestimmtes optimales
Verhéltnis zwischen Radius und Hohe, so dass der Materialaufwand bei der
Herstellung minimal wird?

Ansatz:

Bei vorgegebenem Volumen (0,2 I) soll die Oberflache minimiert werden. Die
Oberflache setzt sich aus der Grundflache und dem Mantel zusammen:
O=r 2,0 +2pr xh

Nebenbedingung:
Das Volumen ist vorgegeben. Die Oberflache hangt von r und h ab, wir Idsen nach h

auf: V=r?pxh U h:%.
r’p

Zielfunktion:
Die Nebenbedingung wird eingesetzt:
O= r2p +2pr xh

0= r2p+2pr XL = r2p+2><\i
r%p r
Damit lautet die Zielfunktion fir V = 0,2 | = 200 cm?:

OfF) =2+ 22% = 2, 4 400
r r



GRAPHIKFAHIGER TASCHENRECHNER (GTR):

Die Zielfunktion wird in den GTR eingegeben. Zur Anzeige des Schaubildes muss
das Ergebnis grob abgeschétzt werden: Der Radius (x — Wert) wird 10 cm nicht
Ubersteigen. Die Oberflache ist schwerer abzuschatzen. Man stelle sich am besten
ein typisches Trinkglas vor und tberschlage die Werte fir HOhe und Radius. Es geht
darum, die Grél3enordnung des Ergebnisses abzuschatzen, damit man mit dem GTR
arbeiten kann. Es darf also grof3zligig geschéatzt werden. (Z.B. mith=10cm,r=3
cm erhalt man ca. 250 cm?. Wir nehmen das Doppelte fiir die Anzeige, um sicher
nicht zu tief zu liegen.)

Flotl Flatz Flot: THOOL
= BE e m+dBE.E Aamin=g
W= Amax=1H
wWr= necl=1
“Ny= Ymin=H
wHe= Ymax=50A
~NE= VY=o l=18G0
~Ne= Ares=1
Ergebnis:
Mit dem GTR wird das Minimum bestimmt. Die minimale
Oberflache (ca. 150,3 cm?) ergibt sich fur den Radius rmin
von ca. 3,99 cm. Mit dem Ansatz lasst sich die HGhe
bestimmen:
. O-r . °p _1503- 399p
ini O = r.minz + rImin in U in = . = : = 4’00
g:"ﬂg?suss LY=iE0ZEEN] . Pt Pl 4, L 2pr... 20399

Die Hohe betragt ca. 4,00 cm bei einem Radius von 3,99 cm. Ein solches Glas
erinnert eher an einen Aschenbecher. Die typische Form von Trinkglasern entspricht
nicht der Minimierung des Materials. Teeschalen sind hier besser.

Zusatz: o(r):r2p+2x\izr2p+2>\/>¢_1
r

Wir wollen den Zusammenhang 5
zwischen den Gréf3en genauer fassen odr)=2rp- 28/ x~2 = 2rp - 2
und setzen die Ableitung der G( ) P P r2
Zielfunktion Null:

N 2N .
C)G(rmin) =0U 2rpipo =——>VU I'min3:0 =V
"min
Aus der Nebenbedingung lasst sich die H6he hmin berechnen:
N = v :rmingp:r-
min 2 2 min
'min £ Tmin P

und ergibt sich, wenn
tnis, um Material zu

Die minimale Oberflache ist unabhé&ngig vom Volumen
die Hohe gleich dem Radius ist. Das optimale Verhal
sparen, ist somit 1.



